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Resumo

Discutimos neste artigo a condi¢do de incompressibilidade em fluidos sob alguns
pontos de vista conhecidos.

1 Introducao

A incompressibilidade de fluidos é um assunto bastante denso em Mecéanica dos Fluidos,
sendo apresentado de muitas maneiras pela literatura. Pelas ideias expressas por [4], infe-
rimos que quando um elemento de fluido executa um movimento suave e estd submetido a
forgas apropriadas, € possivel que as particulas nele contidas sofram uma limitacdo de movi-
mento. Se existir tal limitacdo, diz-se que o elemento de fluido estd sujeito a uma restricdo
interna. Dessa maneira, a incompressibilidade ¢ um tipo de restricio ao movimento de
fluidos, pois se exige que o campo de velocidades possua divergéncia nula.
Em geral, a condicdo de incompressibilidade de um fluido € representada, tacitamente,
pela equacdo matemética
V-v=0, (1)

ou seja, o resultado de se aplicar o operador divergente aplicado ao campo de veloci-
dades é sempre zero - diz-se também que um campo vetorial satisfazendo (1) € solenoidal.
Poderfamos nos deter a simples - porém improdutiva - explicacdo de que fluido incom-
pressivel € o mesmo que dizer “fluido que ndo se comprime”, no entanto, esta sinonimia &,
em totalidade, contraproducente. Embora as propridedades de compressibilidade sejam um
topico fértil para discussao, nosso objetivo aqui € fazer uma compilacdo de interpretacdes
que evocam algum sentido satisfatério a respeito de (1). Nas préximas sessdes, apresentare-
mos algumas ideias contidas na literatura sobre a incompressibilidade de fluidos e uma
interpretacao diferenciada do tema.

Em concordancia com a teoria desenvolvida pela Mecanica do Continuo, devemos nos
adaptar a aceitacdo da continuidade da matéria, em que um elemento de fluido € uma porc¢ao
material constituida de particulas que ndao obedecem a uma determinada organizagdo. Em
alguns momentos, referir-nos-emos a um elemento de fluido de maneira geométrica e intu-
itiva, a fim de remover profundas abstracdes matemdticas. Todavia, parcial dedicacdo serd
dada a uma formulagdo um pouco mais robusta. Famanaz ente matemaético neste tratado,
a menos que se faga men¢do em contrdrio, v serd um campo de velocidades definido no
espaco euclidiano tridimensional.

A priori, entenderemos o termo elemento de fluido como sendo uma por¢do bem pequena
de particulas de fluido que estd envolta por uma superficie. Seguindo [1], partiremos de um
referencial inicial tal que &€ = (&}, &;, &3) seja a posi¢do inicial de uma particula do elemento

*Programa de Pds-Graduacao em Engenharia Mecénica - Universidade do Estado do Rio de Janeiro



de fluido considerado. Identificamos  como a posi¢do ocupada por uma particula de fluido
em algum instante de seu movimento. Notadamente, um mapeamento biunivoco associa
cada particula do elemento de fluido a uma unica posi¢ao no espago em um tempo fixado.
Por notacgdo indicial, esta posi¢do é determinada pelas fun¢des coordenadas

xi:xi(517€2>€37t)a i:172731 (2)

com a varidvel # representando um instante arbitrario de tempo. Na posic¢do inicial, assumi-
mos t = 0. Em termos gerais, escrevemos

x=ux(&1), 3)

Jé que a posicao final de uma particula é fruto de sua posicdo de origem. O campo de veloci-
dades serd, por sua vez, avaliado em cada posi¢do @ e permitido a variar com o tempo. De-
vido as trés componentes da posi¢do, as componentes do vetor velocidade nas trés direcdes
também serdo funcdes tais que

vi = vi(x1,x2,x3,1), i=1,23. 4)

O elemento de fluido serd representado por Q = Q(7), uma por¢ao de fluido que se move
ao longo do tempo no espaco tridimensional. Neste aspecto, vale ressaltar que Q C R3 e
suas dimensdes sao muito pequenas, onde eventos ocorrem em uma escala microscopica. A
superficie que o limita serd representada por dQ.

Em todo o tempo,

w — & +v- V()
Dt ot

serd o operador Derivada Total, aplicado a propriedade “-” do fluido.

2 Incompressibilidade e Conservacao de Massa

Uma das equacdes fundamentais na Mecénica dos Fluidos € a Equacido da Conservacao de
Massa, aqui apresentada na forma

=4 V.v=0, (5)

onde p € a massa especifica do fluido.

De acordo com [2], a Eq. (5) pode ser interpretada em termos de mudangas no volume
de uma dada massa de fluido. O elemento de fluido Q - que guarda a quantidade de massa
formada pelas particulas - muda conforme o resultado do movimento dos pequenissimos
elementos de drea dS que constituem dQ segundo

dg;t(t) :a/g/v-ndS, ©)

sendo n um vetor unitdrio normal a dQ apontando para fora. Por outro lado, por identidade
do Teorema da Divergéncia, (6) aparece como

dg;t(t) - / / V.vdy, %)
Q)

em que dV ¢ uma medida infinitesimal de volume.




Dividindo-se a taxa com que o volume de um elemento de fluido estd mudando ao longo
do tempo (Eq. (7)) pelo préprio volume e passando ao limite obtém-se

.1 .dQ(r) .1 //

Iim —— = lim — V-vdV =V . 8

|Ql\r—r>lo\§2] dt |91|130]Q| ] Y Y ®)
Q(t

Aqui, chamamos atenc¢@o para o médulo |Q|, que representa uma quantidade numérica de
volume ocupado por €2 no espaco. Esta taxa fraciondria da mudanga de volume do elemento
de fluido diz-se ser uma taxa de expansdo ou taxa de dilatacdo. Este bindnimo serd discutido
em outro contexto proposto na Secio 4.
A primeira nog¢do a ser anunciada no discurso provém do fato de podermos usar (5) e
perceber que
1 Dp
p Dt
implica que a taxa de mudanca de massa especifica € igual e em sentido oposto a taxa de
mudanga de volume do elemento de fluido. Nao apenas por isso, mas também sustentando
a hipétese de que existe uma pressdo atuante no seio do elemento de fluido ao longo do
movimento, define-se que um fluido é incompressivel quando a massa especifica de um
elemento de fluido ndo é afetada por mudancas na pressdo. Uma vez que a massa especifica
permanece constante ao longo do movimento, tem-se para um fluido incompressivel que
Do,
Dt
ou seja, ndo hd variacdo de massa especifica com o tempo. Assim, é possivel reduzir (5) a
forma

-V.v ©))

(10)

V.v =0, (1)

verificando que a massa especifica se preserva em um volume que permanece com maédulo
constante.

3 Incompressibilidade e “um Modo Peculiar de Explicacao”

Sabe-se que (1) pode ser expandida em R> como

Jdvy  dva  dvz
dx;  Oxy Oxz
Assim, podemos ja inferir que a soma das taxas de mudanga de cada uma das componentes
de velocidade em relacdo as direcoes do espaco sobre as quais estdo projetadas é constante

e igual a zero. Vale destacar que a soma anterior ndo implica que todas as derivadas sejam
nulas a0 mesmo tempo. Se isolarmos algum termo da soma levando-o ao membro esquerdo,

trés equacdes podem resultar:
I (Ov2 dvs
8x1 N 8x2 aX3 ’

vy dvy vz

aV3 8v1 8vz

— = =—4+=—=].

8X3 8)61 &xz
As trés equacdes sdo equivalentes e podemos ver que uma variagcdo sempre serd equilibrada
pelas demais, pois o sinal negativo no membro direito indica que as contribui¢cdes somadas
de duas variaces sempre sdo iguais ao oposto da terceira.

A fim de ndo confundir a compreensdo, vamos imaginar que trabalhamos com dois
volumes:

V-v= 0. (12)



1) ovolume de um elemento infinitesimal de fluido, constituido pelo encarceramento de um
espaco no qual habita um conjunto de particulas vizinhas a uma particula escolhida;

ii) um volume abstrato, o qual chamaremos de volume da divergéncia, a ser formado geo-
metricamente pela variagdo da velocidade de cada particula que constitui o volume do
item anterior ao longo de uma mudanca de posicao.

Neste ponto pode surgir o questionamento sobre o porqué de nao analisarmos o que que-
remos com base na idealizacdo de apenas um volume. N&do obstante, intentamos destacar
que a velocidade € avaliada pontualmente - em vista da idealizacdo de um meio continuo.
Enquanto que para o volume de fluido olhamos para uma velocidade de conjunto, para o
volume abstrato focamo-nos em uma velocidade pontual. Desta forma, queremos analisar
um efeito pontual (que ocorre para uma particula) e descrevé-lo no conjunto (formado por
aquelas particulas vizinhas).
Lanc¢ando mao de um esbo¢o matematico, vamos definir:

e Y, uma particula de fluido;
e dx um medida de deslocamento infinitesimal do espago;
e dt uma medida infinitesimal do tempo;

® Vi (2 (X),i=1,2,3, acomponente de velocidade da particula y na diregdo i avaliada
na posi¢do x e instante de tempo ¢ e, similarmente a dltima,

® Vi (ztdzitdi) (x),i=1,2,3, a componente de velocidade da particula y na dire¢do i
avaliada na posicdo x + dx e instante de tempo ¢ + dt.

Isto é, estamos falando de uma mesma particula que se moveu no espaco.

Sem perda de sentido, vamos optar por escolher % > 0,Vi. Assim, estamos induzindo

que as componentes de velocidade vy, v, e v3 da particula ¥ assumem valores nos intervalos
reais definidos por:

I =i @) QO < 8 < Vi @rdarran DO
Sy = V2w OOI < & <112 (@ ()
I3 1= W3 o) O = & < s @t (0

No entanto, sabemos que cada componente do vetor velocidade € sua projecdo sobre cada
direcdo. Geometricamente, podemos visualizar o volume abstrato do qual estamos falando
através das Figs. 3 e 3, que forcamos, por generaliza¢do, a serem paralelepipedos. A
primeira figura mostra o paralelepipedo 1, determinado pelos pontos

A1B\C\D\E\F1G 1 H],
ao passo que a segunda mostra o paralelepipedo €, determinado pelos pontos
A2ByCoDr Es o GoHy,
donde temos que
GiD; = V() (X);
G—Z—D_Z) = V(wrdwi+dr) (X)-
Em ambas as figuras, fazemos coincidir a posicdo da particula ¥ com o vértice G, isto &,

(z,t) =G e (x+dx,t+dt)=G. (14)
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Figura 2: Paralelepipedo determinando o volume |Q;|, onde (x + dx,r +dt) = G,.

A superposicdo de Q; sobre Q) torna clara a aparicdo de %, % e %3 conforme podemos
ver pela Fig. 3 pelos deslocamentes criados pela mudanca de posi¢do dos pontos. Neste
esquema, € estd representado pelo paralelepipedo na cor cinza. Uma vez que as duas
configuragdes do elemento de fluido estdo em dois tempos distintos, seguem

Qi =Q(t) e Q=Q(t+dt).

Agora, afirmamos o seguinte:
Q1] =[], (15)

ou seja, o volume de ambos os paralelepipedos é o mesmo. Isto é verdade por causa das
equivaléncias em (13). Nas figuras, exageramos a variagao na direcdo i = 3 para fins explica-
tivos. Notemos que de acordo com (13) qualquer modificacio sentida em uma direcdo deve
ser instantaneamente compensada por modificagdes nas outras direcdes. Como assumimos

que nenhuma derivada era nula, o comportamento de g—g em crescer abruptamente faz alon-

v Iy . . . . A .
gar .#3, a0 passo que Frodl contribuem para manter o equilibrio da divergéncia fazendo

4 e #, encolherem. Mais uma vez, vale ressaltar a independéncia de cada contribui¢ao, no
sentido que % e g—g ndo variam necessariamente por uma mesma taxa de decrescimento, o
que ndo obriga nem .#; nem .%, a encolherem por um mesmo comprimento. Na Fig. 3, G »

representa a coincidéncia da particula com este vértice nos dois instantes de tempo (cf. Eq.
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Figura 3: Superposic@o dos dois paralelepidedos, em que |Q;| = |Q;|.

(14)) e, mais claramente,

S = m(HH);
jz = m(Ble); (16)
S5 = m(RR),

@ 9

com m(-) designando a “medida” do segmento “-”.

Esta nogao de preservacio de volume determinada pelos encolhimentos e alongamentos
das arestas dos paralelepipedos abstratos conforme descrevemos aqui € o que caracteriza a
restricdo ao movimento de uma particula de fluido. A explicacdo para a divergéncia nula
da velocidade (Eq. (1)) segue, portanto, do fato de haver uma limitacdo para a particula
se movimentar, um certo impedimento de potencial, de modo que uma certa “energia” que
impeliria a particula a se mover age sobre ela até um certo alcance.

Faz-se util tecer especulacdes sobre essa tal energia que se encontra armazenada no
espago compreendido por Q; e ;. Haja vista que ||G1D|| e ||G2D;|| decorrem dos produ-
tos internos

1G]] = \/ (W (1), V(e () = | X2 it ()] (17)

1

Viiwrazaran ()]s (18)
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—
||G1D1]| = \/<'U(m+dm,t+dt) (X)s V(@tdm+an) (X)) = \/

i=1

uma quantia que permanece limitada. Assim, digamos que a “capacidade” de ) se movi-
mentar existente nos instantes ¢ e ¢ + dt seja dada, respectivamente, por

Hloll[(x:2) e [lloll| (1 +dr).

Por conta da preservagdo dos volumes, é praticamente aceitdvel argumentar que essa ca-
pacidade permanecera limitada durante todo o movimento da particula ¥ ao longo de um
intervalo de tempo ¢ < 7 <1+ dt.

Ao reconduzir nossa discussdo para um volume infinitesimal de fluido que abandona
a geometria paralelepipedal e se forma pela unido de particulas vizinhas, saciar-nos-emos
com a simples transferéncia de compreensao para vdrias particulas, ao invés de uma. Supo-
nhamos que exista um conjunto X := y U{x»},0 <m < L e L pequeno, cujas particulas x,,



Figura 4: Envoltéria convexa delimitando um volume de fluido contendo X.

sejam vizinhas a ), de maneira que seja possivel perfazer uma envoltéria convexa em torno
da posicdo que ) ocupa em um instante de tempo ¢ € 7. Essa envoltdria formara um vo-
lume de fluido, dentro do qual todas as particulas ), estdo confinadas. Cada uma possuiria,
por certo, uma capacidade de se movimentar diferente, pois ocuparia um lugar distinto do
espaco, com componentes de velocidade diferentes. Dai, segue que as propriedades de
alongamento ou encolhimento de .%|,.% e .3 atribuidas a } podem ser também atribuidas
a todo o conjunto X. Na Fig. 3, a particula ), representada pela circunferéncia tracejada,
estd ocupando a posicao sinalizada pelo ponto P. As componentes da velocidade de y sao
representadas pelos trés vetores ortogonais colocados sobre P. Os pontos em vermelho re-
presentam as posi¢cdes ocupadas pelas particulas vizinhas ),,. Como se percebe, X estd todo
envolto por uma superficie que contém uma regido do espago, a qual € identificada como o
volume de fluido em um instante de tempo ¢. Na@o obstante, ao se definir que X possui uma
envoltdria convexa congruente a um paralelepipedo, por exemplo, isto ndo quer dizer que a
divergéncia nula do conjunto possa ser tomada como a explicacdo desejada para a condi¢do
de incompressibilidade segundo (1). A restricio de movimento existe essencialmente para
cada particula.

ju

Figura 5: Trajetéria do conjunto de particulas X que constitui um elemento de fluido.

A Fig. 3 mostra a trajetdria do conjunto de particulas X que constitui um elemento de
fluido. X viaja no espago entre o ponto de partida x; e o ponto de chegada x,, os quais sdo
o0s pontos extremos designados pelas letras “d” e “a” no esquema. A particula ¥ estd identi-
ficada pelo ponto negro em destaque. O elemento de fluido deforma-se ao longo do percurso
perdendo a geometria cibica. A restricdo interna existente que vai caracterizar a incompres-



sibilidade € perceptivel pela mudanca de geometria em cada instante intermedidrio entre os
pontos extremos, porém, o (médulo do) volume néo se altera. De acordo com a Fig. 3, a
derivada atua encolhendo ou alongando o volume asbtrato, mas a divergéncia nula mantém
a preservacdo do volume.

4 Incompressibilidade e o Determinante Jacobiano

Para esta sesséo, vamos imaginar o nosso elemento de fluido Q(¢) como um cubo infinitesi-
mal. Em relagcdo a um referencial inicial onde a posi¢do é determinada pelo vetor &, definire-
mos

dQy = d&1d&d&; (19)

como sendo o volume do elemento de fluido, para o qual cada d&; é um comprimento in-
finitesimal na dire¢do correspondente.

Ao se deslocar de sua posi¢ao inicial para outra posi¢cao, vamos supor que o elemento de
fluido leva consigo um segundo referencial posto sobre si. Este segundo referencial tem uma
natureza Lagrangeana e vai acompanhando cada particula do elemento de fluido durante seu
movimento sem que dela escape. Neste referencial, a posi¢cdo serd marcada pelo vetor e o
volume do elemento de fluido infinitesimal definido por

dQ = dxldxde3, (20)

para o qual, assim como para €y, cada dx; € um comprimento infinitesimal na dire¢do
correspondente.

Urge dizer que como as coordenadas x; sdo fung¢des da posi¢ao inicial e do tempo, existe
uma variacdo de volume ocorrendo nas dimensdes espacial e temporal a medida que o
elemento de fluido executa seu movimento. Essa variacdo € transportada pelo referencial
movente e dd-se com a introducdo do determinante Jacobiano J na relacio

d(x1,x2,x3)

dxidxydx; = mdmd)@d)c}, 20

onde 9 (x1,%2,%3) —J
I(&,6.8)

A tultima igualdade juntamente com (19) e (20) permite-nos reescrever (21) como

dv
J_

= v (22)

Esta razao € definida como dilatacdo ou expansdo do elemento de fluido. Podemos obser-
var que dQ ¢ linearmente proporcional a dQ por J. Na verdade, J = J(¢), uma fungéo
dependente do tempo, e é um determinante de ordem 3 que se expande como

ox; dx1  dxi
98 9% 9%
| 0k on o
98 98 9E;
9% dx3 0x%
& 9k I

Uma restri¢do existente para J € que seja positivo e diferente de zero, pois ele repre-
senta uma mudancga de referencial. Da mesma forma que pode-se descrever o movimento
do elemento de fluido mapeando sua coordenada inicial £ em x, € possivel descrever o



movimento inverso mapeando a coordenada x em &. Logo, para existir um mapeamento
inverso, ou melhor, uma fung¢do inversa que descreva o movimento inverso do elemento de
fluido, J ndo pode ser nulo. Resumidamente, os dois mapeamentos, direto e inverso, servem
para confirmar, por exemplo, que se uma particula saindo de uma posicao inicial vai para
outra posicdo segundo uma dada trajetdria, ela percorre o0 mesmo caminho para voltar aonde
estava. Deste fato, decorre a unicidade do mapeamento inverso.

Veremos que se para qualquer instante de tempo J = J(¢) for unitério, o fluido serd
incompressivel. Ou seja, ao dizer que J € unitdrio, estamos afirmando que a dilatagdo ou
expansao do elemento de fluido que ocorre em cada instante do movimento € uma constante
e isto se relaciona com a preservag¢do do volume.

As variacdes que o volume do elemento de fluido sofre com o movimento pode ser
quantificada pela avaliacio da derivada temporal do Jacobiano J, a saber,

aJ(t)

. 23

5 (23)

Cuidado deve ser tomado com a derivada parcial em relagdo ao tempo daqui para frente,
pois consoante [1], devemos interpretar que

D ) .
* D <8t> = derivada em relagdo ao tempo mantendo £ constante,
3
que € a derivada temporal na descricdo Lagrangeana do movimento. Por conveniéncia,
preferimos usar a notagdo % a ;> que se reserva ao conceito de Derivada Total.
A dependéncia que J possui de ¢ vem pelo fato de a forma
a(xlax27x3) (24)
J (&1 ) 527 53)
possuir uma dependéncia temporal herdada das fungdes apresentadas em (2).
Usando mais uma vez a notacao indicial, (23) pode ser declarada como

9 (oxy _ 9 (9%
ot 85 i N 85 yi ot
8 Vi
= 35 (25)
98,
uma vez que a derivada lagrangeana da posicao € a velocidade do elemento de fluido.
Agora, de (2) e (4), com uso da notacdo indicial apresentada em (24), segue pela regra
da cadeia que
i _ Vi 0%
9&;  Ixc 9
Para calcular a derivada do determinante, procedemos como mostrado na Secdo 6. O indice
k embute uma somatdria que estd presente em 3 determinantes que surgem no cédlculo da
derivada, observando que as 9 entradas da matriz de terceira ordem sdo as derivadas encon-
tradas em (25), as quais, por sua vez, sdo dependentes de z. Os célculos sdo mostrados entre
as Egs. (35 -43).
Por outro lado, (43) € uma equagdo diferencial ordinaria de primeira ordem e pode ser
posta na forma

(26)

M0 _ s,

com o = (V- v). Sendo o0 um niimero real, a solugdo de (4) é dada por

J(t) =e*.



Portanto, se o fluido é incompressivel, entdo a condi¢do o = 0 implica J(t) = 1 para qual-
quer instante t. Assim, basta substituir J(z) em (22) para se obter

dQy = dQ,

isto é, J(¢) € constante e o volume do elemento de fluido € preservado durante o movimento,
como afirmamos anteriormente.

5 Incompressibilidade e Poténcias Virtuais

O Principio das Poténcias Virtuais (ou de d’Alembert) tenta descrever os esforcos que
agem sobre um elemento de fluido em movimento baseado em formulag¢des variacionais
dos problemas aplicados a Mecanica do Continuo. Veremos adiante, sucintamente, que a
incompressibilidade dos fluidos também pode ser explicada pela vertente do Calculo das
Varia¢des. Em conformidade com o exposto no trabalho de [3], o ensaio para esta sessao
segue.

Tomando o nosso elemento de fluido Q, a ideia de movimento virtual é expressa pela
imagem de uma dada funcdo definida como:

w = (wi,wy,w3) : Q(r) = R, (27)

onde w é um campo de velocidades virtuais. Neste ponto, torna-se util definir " como o
conjunto de movimentos virtuais para o elemento de fluido, isto é, cada movimento virtual
determinado por w é um elemento de #'.

Quando no conjunto de movimentos possiveis for estimulada a criacdo de um subcon-
junto de movimentos que obedeca a uma certa lei, diz-se que uma ligacdo (em sentido
similar ao conceito de restricao) foi imposta ao movimento. Dessa maneira, uma ligacdo
imposta pode caracterizar uma limita¢do ao movimento do elemento de fluido.

Supondo que uma porg¢do de fluido esteja completamente confinada em uma regiao lim-
itada por paredes rigidas, no caso de fluidos incompressiveis, dois tipos de ligacdes passam
a fazer sentido:

i) Ligagdo cinemdtica. A velocidade do fluido sobre as paredes rigidas € nula em todo
ponto:
w(x,t) =0.

A ligacdo imposta ndo permite, portanto, que haja movimento algum na regido pari-
etal. Se uma forga exterior f exercida pelas paredes sobre o fluido estiver presente ao
longo do movimento, a poténcia virtual que ela desenvolve em um movimento virtual
determinado por w é

/ £.vds. (28)
Q

Assim, o conjunto de movimentos compativeis com esta ligacdo é dado por

Wi ={we#;,w=0 em IQ}.

O segundo tipo de ligacdo ¢ uma
1) Ligacdo interna. O campo de velocidades satisfaz a relacdo

V-v=0,

10



de acordo com (1). Neste tipo de ligacdo, a pressdo hidrostética p no seio do fluido é a
responsdvel por fazer oposicdo a variacdo de volume. A poténcia virtual dos esforgcos

de pressao é dada por
// pV-wdV. 29)
V()

Por outro lado, o conjunto de movimentos compativeis com esta ligacdao (com a incom-
pressibilidade, em si) € dado por

Ws:={weW;V-w=0 em R’}

Pela 6tica das formulagdes variacionais, um problema envolvendo fluidos incompressiveis
€ caracterizado pela instituicdo de espacos vetoriais bem definidos, como é o caso de #] e
#>. Além disso, um problema cuja ligacdo de incompressibilidade seja imposta estard bem
definido em um conjunto # = %, U #5.

6 Apéndice

Determinante de uma Matriz n x n

O determinante ¢ um nimero calculado a partir de todos os elementos de uma matriz
quadrada. Se ij...p for uma permutagdo dos primeiros » inteiros 1,2, ...,n ela é chamada
par ou impar de acordo com a maneira pela qual a ordem natural pode ser restaurada por um
nimero par ou impar de substitui¢des. Assim, 312 é uma permutacio par pois exige duas
substituicdes para retornar a ordem 123, por exemplo, ao subsituirmos 1 por 3 e, em seguida,
2 por 3, ou entdo 1 por 2 e, em seguida, 1 por 3. Ao contrario, 132 é uma permutagao impar,
pois exige apenas uma substitui¢do (de 2 por 3).
O célculo do determinante de uma matriz A, x, segue como:

detA = |A| :Z:I:aliagj...anp,

onde a somatdria age sobre todas as permutacdes i, j...,p de 1,2,...,n e o sinal concorda
com a paridade da permutag¢@o. Em particular, para um determinante 3 x 3, temos os indices

14,2j,3p,

com i, j,p=1,2,3. Seguem, portanto, 6 permutagdes, entre as quais 123,231 e 312 serdo
seguidas pelo sinal positivo e 132,213 e 321 serdo seguidas pelo sinal negativo. Logo,

|A| =ananaz+ananaz +
+ajzaziasy —apaxzas; —

—ajpaz| azz — a3 ax as. (30)

A Derivada do Determinante de uma Matriz n X n

Se os elementos de uma matriz sdo fungdes de alguma varidvel como, por exemplo, a;; =
a;j(t), entdo a derivada de |A| com respeito a t é a soma dos n determinantes obtidos pela
substituicdo de uma linha (ou coluna) pelas derivadas de seus elementos. Isto provém de
(30) quando se aplica diretamente o operador de derivagdo sobre |A|. Operando com %

sobre (30) com a hipétese de que a;; = a;;(t) e usando a regra do produto, temos:

d d d d
(0D = 041D+ 5-(14k) + 5 (4]), G

com
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0 0 0
E(lAh) = —(ai)anazz+ 5(012)6123 asi

T ot
+2 (@) arazs — 2 (an)
(9[ aiz)daz;asn at ail)azzasn
0
—E(alz)azlaas—E(als)azzaal,

0 0
EOA'Z) = ana(azz)an +a12§(023)a31
+a135(021)a32—d11§(6l23)a32
—alzaft(azl)cm—d135(a22)a31
e
2 (14s) = ar @z 2 () + ansax 2 (a)
5, (AB) = annaxn 5-(as3) + annax 5 (a3

+azan 5 (az) —ai a3 5 (a3)

—anan 5 (a33) —aizaxn > (a31)

Calculos Complementares

Pela Eq. (25), formamos o primeiro determinante

Ivi X Ovi Ox Ivi 9%

dx; 081 dx d&  dx d&3
= 22 9% 9%
|98 95 95
& 25 &3

As entradas da primeira linha sdo, em sequencia,

Ivi % _ Ovi ox
dx; dE  Jx 9&
ovi dxa  Jvy dx3
toxm 08 Tox 98

Jin=

o aman _won
P2 0% 08, T 0x 08,

dvi dxy  dvy dxz

I 98 " Ixy 06,

vy dx;  dvy dx
Ox 0&  0x1 9&3
8v1 8x2 8v1 aX3

Ji3 =

12

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)



Usando (32), somos levados a

d
—(IJ)) =
()
dx; dx dx dx
Ji (23> +J112 (23>
98 9&; 98 &
0xy dx3 dxz dx3
J =% | —/ R
(58 58) - (558
dxy dx3 9x2 9x3
—J ===z | —J = 38
1’”(8&853) 1’13<3§29§1 (38)
Ao simplificar o cdlculo anterior, verificamos que os coeficientes que acompanham os ter-
mos em que o indice k = 2 ou k = 3 se cancelam e obtemos
vy

)
=510, (39)

pois o coeficiente que acompanha 3—;; ¢ justamente a expressdo do determinante J, a qual

possui a mesma forma de (30) O segundo e terceiro determinantes sdo dados, respectiva-
mente, por

ox1 o0x1 o0x1

96 95 JG
Ou Ox v On vy O,

V=] o Sosr oo
dxi 0 dx; 0 dx; 0
D
& 9% I
) o dn o dn
9& 9& 9&
Ja_| 9 oh b
Tl og 059G
Iv3 dx1 - Ovs Oxi Ovs O
dxy d&1  dx d&  dx d&3

Notamos que as derivadas dos tltimos dois determinantes agora sao calculadas sobre as en-
tradas da segunda e terceira linhas, respectivamente. Entdo, procedendo de maneira similar
aos cdlculos de (35-38), com o uso de (33) e (34), obtemos apds vdrios cancelamentos dos
termos

J ~dn

E(MZ) = szf (40)
e

0 _ dv;

E(Ub) = 87x3]' (41)

Finalmente, por (31), somamos (39), (40) e (41), concluindo que

8] . 8V1 8vz aV3
= (G amram) @2

ou ainda, reduzindo a forma de (12),

2/
S = (Vv 43)
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